
数学セミナー
三 _=:三 ■:=ヨ 長

=ヨ
:可

口蠣|
■
111
日

■
■●
111
111

_aL_

一げ
静
・

vol.61_no.1_723
日本評論社

■
●
●
・酵

・
・電

感
一ユ

●1‐●■

′

ｆ
ｌ

シ
・タ 妻

一

・・」
．

言一算理論から
量子計算理論ヘ

,… _……、… … … … …菊池 誠―
=レ

ニスト2021
=レ イス.ブラウ′コクセター,ロングヒギンズー…―……‐…~~~徳 重典英

,ス

↑切り絵 :Triangle/岡 本健太郎 (本誌コーナー「今月の表紙の切り絵」に簡単な解説があります )

2022

」

護
域
‘磯

■

■

L



学セミナート
●
―
●
●
〓
〓
書
奪

●
●

，
●

，
ｔ
ｔ

，
嫌

Ｅ
一

ロ
ー
■
Ｌ

】
　
　
　
　
　
　
】

2022

vol.61_no.1_723
日本評論社

=:章
1参 11‐| ‐| ‐| ‐‐‐
‐| ‐| ‐| ‐| ‐‐| ‐| ‐| ‐‐‐
‐‐| ‐| ‐‐| ‐| ‐‐‐‐‐
‐‐
‐| ‐‐| ‐‐| ‐‐‐‐
‐‐‐
‐‐‐| | ‐||‐

‐
, ‐||‐‐

|‐

‐
|

計算理論から
量子計算理論へ

[アーベル賞業績紹介]A.ヴイグダーソン……… …… ……… … …… …………… ……
計算量理論と量子計算量理論……… …… ………… …… ……………………………………… ……
[京都賞業績紹介 ]

A.Cヤ オ/通信計算量理論 :ヤオの卓越 した独創の産物……… ……垂井淳
量子回路の計算複雑性について …̈ ………………………………………………………………西村治道

岩間一雄

西野哲朗

今井 浩

國度 昇

8

15

20

26

32

38

54

60

65

72

1

2

79

80

94

6

82

43

48

92

93

93

94

91

96

[アーベル賞業績紹介]L.ロ ヴァース …… ……………………………………………………………
耐量子計算機暗号 ……………………………………………………………… …… ……… …………

‐I
力学系とスペクトレ理論 千葉 逸 人

半 群

誰も知ら
たたむ (パート2)

数理 モデルができるまで……… ……… …… …………… …… …… …………………………
薫く渦のモデル

住野 豊+永井 健

群と幾何をみる
一

無限の彼方から…………… ……………………………̈ …̈…………………… 正井秀俊
グロモフ双曲空間の応用/智はまるいか

'
COFee break/つながりゆく縁に感謝………………………………………………………………………̈ …………

「数え上げの群論」はじめました/有限単純群と24の不思議……………̈……………………………
続・稲葉のパズル研究室 数セミ分室/ドミノプレース…̈………………………………………………………
パズルの算法/ルービック・キューブ…………………………………………………………… ……………………………
今月の表紙の切り絵/Triangle………………………………… …… …………………………… ………………岡本健太郎
エ レガ ン トな 解 答 を も とむ …………… ……… …… ……………… ……… …̈ ……………… …[出題 ]植野義 明・岩 間一雄

[解 答 ]岩沢 宏和・篠 原雅 史

スーパーコンピユーティングコンテスト2021… ……………… …̈……………………………………………菊池誠
円と直線のなす配置/(3)グレイス′ブラウン コクセター′ロンゲヒギンズ ……徳重典英

数セミメディアガイド

『 トポロジカル物質とは何か』
陽介

長山雅晴

吉田知行

稲葉直貴

上原隆平

■ ||

・ ■|

原啓介の書棚探訪/『私の個人主義』… … …̈ ………………………………………………原 啓介
今月のベスト10……………… ……… …̈ …………………………………… ……………………………………
情報コーナー …………………………… …………………………………………… …… …… ………………………

よこがお

次号予告

t



意蔵 されるつ“

Iコ,に
~圏

と熟 慶ヽ計で■

なか っ:た数学」

も島,る_ 卜ぶ =

謙算量
"濫

果 1

曝いを儒 り上十

耐よつヒ 翻旧

ろ遣_'「いつた1

|●I   I 奪 晨

`,こ `銀
■

― ==●
3-

…

ヽ

口
"コ

L‐て■腱

… =ヨ
‐ こうE_■

0囃■

“

日H

●    ■ 1露

一
一

島

一
　
に

置
　
ろ

ノ
　
Ｆ

ア

要

駄

■

て

一
¨

ら

理

が

正

[京都賞業績紹介]

A.C.ヤオ
通信計算量理論 :ヤオの卓越した独創の産物

垂井 淳
◎電気通信大学大学院情報理工学研究科

1……Andrew Chi― Chih Yao

2021年 京都賞 を受賞 した Andrew Chi― Chih Yao

(ア ンドリュー・チーチ ー・ヤオ)に ついて説明 した

い.Yaoは 理論計算機科学者(theoretical computer

scientist)で , 計算量理論 (computational complexi―

ty)を 主な専門 としてい る。 卓越 した problem solv―

erで あ りつつ,難問 を解 くプロセスにおいて,ま つ

たく新 しい分野・視点 。手法 を独創的に切 り拓 くと

い うことを何度が成 し遂げて きた。

ス賞,2000年 チューリング賞などを受賞 している

◎――-1.2 エピツード

2021年京都賞は,新型 コロナウイルスのため,授

賞式などがないのは残念だ.そのかわ りに YouTubc

にて動画が公開 されてい るようなので,そ の動画や ,

より昔の Yaoの 動画な ども眺 めてみては しい.専

門については,真面 目に丁寧に語 る一方で, インフ

ォーマルには非常に率直に話 した り,挑発的な話 を

することもあって, とにか く興味深い人 とい う印象

だ。

「計算量理論の研究者は,全員,P vs NP問 題に,

少な くとも半年間,全身全霊で取 り組むべ きだ。そ

うすれば,何 らかの進展は得 られるだろう.難 しい

と怖気づいてい るのがダメなんだ.」 とYaoが 言 っ

た とい う話 もある.

プ リンス トン大学 コンピュータサイエンス科のパ

ーティで,各教員のデスクの写真 を集めて,大学院

生に「誰のデスクで しょう?ク イズ」 をや った とき,

Yaoの デスクだけは全員 Yaoの もの と当て られた

とい う.彼のデスクにはまった く何 も置かれていな

いのだ。

筆者は共同研究者 とともに,Yaoが初期に した研

究 をほんの少 し精密化す る研究 をしたことがある.

それについて,Yaoと 話 をしてい ると,彼は,「普は

ぬるい結果で もOKだ ったんだ よ,ガハハハハ.」

みたいなことを言っていて,面白 くて,優 しい人だ

な と思 ったことがある.

2010年 に YaOが プ リンス トン大学か ら清華大学

に移 るとい うニュースが伝 えられた ときは,か な り

の衝撃があった と思 う。中国の理工系超エ リー ト学

アンドリュー・テーチー・ヤオ「写真提供 :稲盛財団]

◎――■1略歴

Yaoは,1946年 上海 生 まれで,1972年 物 理 の

PhDを ハ ーバ ー ド大学で取得後,1975年 コンピュ

ータサイエ ンスの PhDを イ リノイ大学 アーバナ・

ンャンペーン校で取得.そ の後,マ サチューセ ッツ

エ科大学,ス タンフォー ド大学,カ リフォルニア大

学バ ークレー校, プ リンス トン大学,中 国・清華大

学 と移 ってい る.1987年 ポ リヤ賞,1996年 クヌー
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特集●計算理論から量子計算理論ヘ

上が集結 しているとい う清華大学生のなかでのベス

ト・アンド・ブライテス トが YaOの もとに集結 して

争成されるのではないか, などの憶測 とともに.

Yaoは ,「困難な問題に挑戦 し続けるのが好きだ」

こ言い続けている.有効に利用できると知られてい

なかった数学分野を独創的に使い始めたことは何度

■ある.ト ポロジーのベッチ数を駆使 して,代数的

言―算量の結果を鮮やかに示 したこともある.新たな

理論を作 り上げようとい うtheory builderと ヽヽ う感

」よりは,困難な問題を素晴らしく独創的に解いて

・、せ,「いったい何をしたんだ ?」 と他の研究者が整

垣してい くと大発見がされていた,新理論が出来上

―:っ ていた, とい うことが何度かあったとい う印象

こ́ その中でも特筆すべきものを以下で説明したい

い える。京都賞や他の賞において も,業績 として筆

頭に挙げ られるものだろうし,Yaoの独創性 を示す

筆頭例だ と思 う.

本記事では,欲張 って,実際のテクニカルな説明

まで踏み込みたい.た だ し,お もちゃ的な例の説明

が主 となる.Yaoが発見 した分野が どんな感 じの

ものなのか, また,計算量理論が どんな感 じのもの

なのか,雰囲気だけで も読者に伝 えようとしてみた

t｀ .

このあと説明する設定すべては基本的に,Yaoが

発見 し,提示 したものだ。分析手法や結果について,

細か く,ど の部分がどの程度 Ya01979論 文に既にあ

ったのかは説明 しない.こ うい うアプローチ °設

定 。世界 。手法 。結果をYaoが発見したとい うこと

を伝えようとしてみたい .
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0-1.3 業績

Yaoの 仕事は多岐に渡る.Yaoは ,計算量理論の

._,と も重要な本質・未解決問題に迫ろうとい う意

:FT・ ミ常にある一方で,技術革新により重要 となった

]‐)野の研究へと積極的に手を出してい く.量子計

三こついて現在に至るまで積極的に研究をし続けて

て.ま た,最近はブロックチェーンの研究もして

■ょうだ.量子計算に関する Yaoの 仕事は,本

I⊃ 他の記事で説明されている.

う-1.4 説明したい業績 :通信計算量の理論

この記事では,通信計算量の理論 とい うYaoが

_■ した分野に集中して説明 したい。 これは,1979

三´
~〕

論文 [1]で Yaoが初めて定式化 し,分析・証明

三云をゼロか ら作 り上げ,重要な結果 を示 し,いい

「
手決問題 を具体的に提示 し,発展 させるべ き将来

It_示 した とい うものだ。

その後, この分野は,1冊の専門書の対象 とな り,

■■ 計算量理論の本や コースで とりあげ られるも

こな った.40年 以上経た現在で も活発な研究が

-1=、 計算量理論における未解決問題に対する有力

■―アプローチ となる可能性 もあると考 えられてい る.

要するに,Yao1979論 文 [1]は ,独創の塊だった と

2……通信計算量の導入と定義

◎―-2.1 ブール関数値決定の通信計算量

Aliceと Bobが ,そ れぞれ,″ ビッ ト列 ″とクを

もっていて, フ
°ロ トコル Pに したがい, 1ビ ッ トず

つ通信 しあ う.″ =グ か どうか,ふ た りともが知 る

ことがで きれば終わ りとなる.最大で何 ビッ ト通信

する必要があるか ?

通信 プロ トコル Pは ,完全な非同期を前提 をす る.

つ まり,「 1秒待 って相手が何 も言わなければ,こ ち

らが発信する」ことなどは許 されない .

最初のビッ トはどちらが送信するのか,今 までの

通信履歴 と自分のもつ入力 をふ まえて,次のビッ ト

はどちらが送信するのか,はすべてプロ トコル Pに

よって決 まっていなければならない.ただ し,最初

に送信 された ビットによって次の送信者が変わるの

はかまわない。すなわち,プ ロ トコル Pは履歴に適

応的であって もよい。

実世界の問題例 としては,離れたサーバにある巨

大データとそのバ ックアップデータが現在同 じもの

となってい るかの検証に必要な通信量 を考 えてみて

もヽヽヽヽ .
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◎――-2.2 まるごと送信プロトコル

前節の問題に対す るプロ トコルの 1つ は次のもの

だ。

プロ トコル O Aliceが 自分 の もつ ″ビッ ト列 χ

をまるごとBobに送 る.受け取 った Bobは ,″ =y

が成立するか どうかの答 えの 1ビ ッ トを Aliceに 送

る.

プロ トコル 0は ,全部で,″ +1ビ ッ トの通信 を

してい る.Bobは ,″ を受け取 った直後 に″=yか

どうかがわかるけれ ど,答えをふたりともが知 る必

要があるので,最後の 1ビ ットの通信が行われてい

る.

◎―-2.3 もつといいプロトコルは存在するのか?

問い 2.1節 の問題に対するプロトコルで,通信

量,す なわち, トータルで通信されるビット数が %

ビット以下のものは存在するか ?

ちなみに, このような問いは計算量理論の根本に

共通するもの としてある。 もっとはやいアルゴリズ

ムは存在す るのか ? 限界は どこまでなのか ? 量

子計算機は古典計算機 より真にはやい計算がで きる

のか ? 等々.こ れ らの問い を数学的に扱 うために,

問題のサイズ ″をパ ラメータとし,″ が増大 した と

きの計算時間の増 え方が多項式的 (poly(″ )),つ ま

り,あ る定数 εに よって,″ `で抑 えられるか ? と

い う話 を展開す ることになる.

Aliceか らBobへ の一方向の通信のみがで きると

い う設定では,BObが ″=y?を 決定で きるまでに

″ビットの送信が必要なのは簡単にわか る.″ ビッ

ト列 ″は全部で 2″ 個 あ り,″ -1ビ ッ トしか送信 さ

れなければ,あ る異なるペア υ≠ωに対 して,Alice

の入力が υの ときと″の ときで, 同 じ″-1ビ ッ ト

列が送信 されて しまい,Bobは ″=y?の判定が正

しくで きないためである。 これは, より古典的なシ

ャノンの情報理論のもっとも単純な例 ともいえる.

本節の問いでは,双方向の適応的通信ができること

により,少 し非自明になっている.

◎―-2.4 ベストプロトコルの通信量 =通信計算量

よリー般的には,2″ ビット入力,1ビ ット出力の

ブール関数ん(ム グ):10,1}″ ×{0,lF→ 10,1}に 対 し

て,ん の通信計算量(=communiCatiOn COmplexi‐

ty),cc(ん )と は,21節 と同じように,Aliceと Bob

が″,ク を与えられた とき,ん (″ ,y)の値 を決定する

ために,入力″,ク については最悪ヶ―スを考えて,

最小限必要な通信ビット数のこととする.つ まり,

最悪ケース分析のもとで,ベ ストプロトコルの トー

タル通信 ビット数を考えている.前節の問いでは,

次のブール関数 EQ″ (″ ,ク )の 通信計算量を考えてい

たことになる :

EQ″ (χ,y)=

″ビット列 ″,yに 対 して,Parity2″ (″ ,グ )を 次のよ

うに定義す る :ビ ット列 ″とク|こ 含 まれる 1の 総数

が奇数 の とき,Parity2″ (″,y)=1;偶 数 の とき,

Parity2″ (″ ,y)=0・

命題 l cc(ParⅢ 2″)=2.

Aliceが Bobに ,″ に含 まれる 1の 数 の偶奇 を 1

ビッ ト送信 し,Bobが答 えの 1ビ ットを返す とい う

2ビ ット通信 プロ トコルによって計算す ることがで

き, また,1ビ ットだけの通信では両方が答 えを知

るのは不可能であることが簡単にわか り,命題 1が

わかる.

EQ″ については,次が成立する。つ まり,上記の

まるごと送信 プロ トコル 0の通信量は最小である.

命題 2 cc(EQ″ )=%+1.

3……通信計算量における下界,

単色長方形,ログランク予想

命題 2の主張の うち,CC(EQπ )≧ %+1は どうや

10,

|

(″ =yの とき)

(″ +グ の とき)

1礫

「
与 =ル|
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‐「て示せるのだろうか ? イメージしやすいように

=3と しよう.つ まり,Alice,Bobそ れぞれが 3

・ ット列 ″,ク を与えられていて,EQ3(″ ,y)を 決め

3ビ ット列は全部で 23=8個 ある.Aliceの ″=

riめ ,・r3)に よって,8行が 000か ら111ま ででイン

ニ ックスされ,Bobの グによって 8列 が同様にイ

´´ ンクスされた 8× 8正方行列 をχ としよう.

_´ lr.y)=EQ3(″
,ク )と する.ν の各要素は 0か 1

‐■あり,1は対角線にのみ現れる.つ まり,y=
I■ 、である.

0-3.1 通信プロトコル =単色長方形への分割,

命題 2の下界の証明スケッチ

三信プロ トコルは何 をしてい るのだろうか ? :最

:「 ⊃ 1ビ ッ トを Aliceが 送信す る場合 は,Alice側

「 さ行 の集 合 Rに 対 して,あ る分 割 R=島 ∪Rl

_]^R]=0)が 事前に決め られていて,Aliceは 自

―`j〕 もつ ″が RO,Rlの どちらに属するかを 1ビ ット

‐■二えてい るとみなせ る.こ のあ と, さらに Alice

―::tの 1ビ ッ トを送信す る場合 は, さらなるRの
,言 11こ 対応 し,Bobが 次の 1ビ ットを送信する場合

= 列集合の分割に対応する.

一般的に, プロ トコルが進行 してい った任意の時

=で、Aliceと Bobは ,ふた りの もつ (“ ,y)が 行列

上
´
Dど の部分長方形 S内 のペアなのかがわか って

る.こ こで,長方形 Sと は,幾何的なものではな

.行集合 Rの ある部分集合 2と列集合 Cの ある

「
三分集合 ε

′
について,S=2× ε

′
と表せ る組合せ

論的長方形のことである.

プロ トコルは, この組合せ論的長方形が単色 にな

ftと き,すなわち,内部のすべての要素が 0ま た

|ま 1と なった ときに,終了となる.そ うなれば ,相

手 D行,相手の列がスバ リ特定で きな くて も,決め
~二 ブヽール関数値は 0/1と 決められる.

つまり,任意のブール関数 /(″,y)に ついて,

jrげ )は ,/に 対応する 2″ ×2″ の0/1正 方行列″/

について,行と列を,すべての部分が単色になるま

で分割していくのに最小限必要な分割回数に等しい

行列 χ について,rank(χ )は ,線形独立な行の

最大個数であり,同時に,線形独立な列の最大個数

でもある。 したがって,行 または列を分割 して,行

列 ″ を2つ のνl,ν2に カットしたとき,少なくと

も一方のル√′について,rank(Z)≧ rank(χ )/2と

なり, ランクは半分以上 となる.一方で,要素すべ

てが 1/0の 行列のランクは,そ れぞれ 1と 0で ある

EQ″ に対応する 2″ ×2″ 行列は, ランク2″ で,そ

れをたかだか半分にまで減 らし続けて,単色部分ヘ

とカットするには″+1回 のカットが必要なので,

命題 2の 下界がわかる.(最後のカットにより,オ

ール0と オール 1に分かれるので,最後のカット直

前でランク1ま で落ちている必要があるため,″ +1

回必要である.)

◎―-3.2 ログランク下界,ログランク予想

以上の議論は,任意のブール関数 /(″,y)と その

/に対応する正方行列 ν/に 関 して,そ のまま成立

する :

命題 3 ccげ )≧ log2 rank(ル イン)

この話だけだ と飛躍 じすぎと感 じられるか もしれ

ないが,命題 3の右辺の「 ログランク」による下界

は,任意の /に対 して,cc(/)を 多項式的に決定す

る上界でもある とい うログランク予想があ り,現在

未解決である.

ログランク予想i ccげ )≦ poly(log rank(″レ))。

4……回路の最小深さ=並列時間計算量

κビットブール関数 /(″1,… ,″π):{0,1)″ → {0,1}

に対 して,計算モデルとして論理回路を考えよう。

論理回路は,2ビ ット入力,1ビ ット出力のANDゲ
ートとORゲ ートからなるものとする.

回路のいちばん「上」のゲートの 1ビ ット出力が

回路全体の出力で,回路の入力は,いちばん「下」
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に,■ ,肩,″2,あ,■ ″π,χ万とい うリテラル としてある

とす る.こ こで,巧 は,ビ ッ ト″′の論 理 的否 定

(NOT)で ある(″′=0の とき扇 =1で,″′=1の と

き扇 =0).回路 において,否定はリテラル として

のみ出現できるとする.回路の深 さとは,出カゲー

トから入カ リテラルまでのパスの長さの最大値のこ

とである.ブ ール関数 /を 計算す る回路 の

'7条

さを

どこまで浅 くで きるかを考 えたい。すなわち,次の

ように定義 される depth(/)を考 えたい .

depth(/)=/を 計算する回路の深 さの最小値

回路において,同一の深 さにあるゲー トの値 を並

列に計算で きるとした場合に,depth(/)は ,出 力値

を決定するステ ップ数に対応するので, ブール関数

/の 並列時間計算量である.出力値が ″ビッ トすべ

てに依存するブール関数 /を計算するためには,回

路において,出カゲー トか ら″個の入力すべてへの

パ スがない とい けない ので,depth(/)≧ log2″ と

なる.

本質的に逐次的な計算が必要で,0(log″ )深 さの

回路では計算不可能なブール関数が存在すると強 く

予想 されているのにも関わらず,明示的関数に対 し

て, この予想は現在未解決である。予想はい くつか

のバ ージョンがあるが (す べて未解決),た とえば ,

次のものがある.次は,多項式時間で計算可能な間

題すべてが,並列計算で 0(log″ )時 間で計算で き

ることはない, とい う当然 と思われることを言 って

いる.

P≠ NCl予想 P≠ NCl

並列計算で 0(log″ )時 間で計算できるならば,

記憶容量 として 0(log″ )ビ ットだけで計算できる

ので,多項式時間計算可能な問題のなかに,非常に

小さな記憶容量では計算できないものがある, とい

うこれまた当然 と思われる予想より,P≠ NCl予 想

は弱いものである.現在の計算量理論では, まだこ

んなことも未解決 とい う例 ともいえる.こ の深さに

対す る非 自明 な,ω (log″ )下 界 を示す こ とは,

P≠ NP予想などの大未解決問題にくらべると困難

さが少ないようにも思われるのに,現在手がかりも

ない状態である.

5……Karchmer― Wigdersonゲ…ム
の通信計算量

C‐-5.l Karchmer― wigdersOnゲーム

/:{0,1}″ → {0,1}を任意のブール関数とし,″ ,y

C{0,1}″ を/(″)=0,/(y)=1を満たす任意のビ

ット列 とする。/の値が異なるので,″,yは異なる

″ビット列であり,島 ≠ y′ を満たす ′:(11,― ,″ }が

存在する。

Alice,BObそ れぞれが″,ク を与えられ, ビットの

通信によって,そ のようなグを見つけるとい う通信

問題を考える。そのようなグが複数ある場合は, ど

れか 1つ だけ見つければ良いが,ふた りは同じ′:を

共通認識 しなければいけない.こ のような問題は,

Karchmer― Wigdersonゲ ーム と呼 ばれ, Ahceが

Bobに ″をまるごと送 り,Bobが ″′≠ク′を満たす ノ

のビット表現を送るとい う″+log2″ ビツトプロト

コルで解 くこともできる.しかし,/の値が異なる

とい う条件を用いて, より少ない通信量で解ける可

能性がある.

◎――-5.2 Karchmer― Wigdersonゲームの通信情報量と
回路最小深さの関係

ブール関数 /に対 して,以上の問題 を解 くのに最

小限必要 な通信 ビッ ト数 を KW― cc(/)と す る.つ

まり,KW―cc(/)=「/に 関する上記の通信問題の

通信計算量 |と すると,4節の回路最小深 さについ

て,次の等式が成立する.証明は難 しくない .

定理(Karchmer― Wigderson[2])

depth(/)=KW―cc(/).

この定理 に よる depth(/)の 特徴づけをふ まえる

と,KW― cc(/)に 対 しての下 界が証明で きれば ,

depth(/)に 対す る下界 も得 られ ることになる。回
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こ困難

つヽりも

通信

ク

　

ビ

″

　

の

（
　
立
忌

:=〕 最小深 さを分析することとプロ トコルの最小通

■量 を分析することは,一般には, どちらも難 しく

if決ではあるのだが,切 り口が異なる.プ ロ トコ

三信量 の分析 は,回路 を出力側か ら入力側へ と

~・
ダウン」で分析 しょうとい う方向 となる。

■際に,Karchmerと WigderSOnは ,回路が単調

~■二合,す なわち,否定ゲー トを含まない場合につ

‐ フ
°ロ トコル分析により,上述の P+NCl予 想

~単
調な場合バージョンの証明に成功 した [2].

■らのこの結果により,単調 とは限らない一般の

三r,こ 対す る上述の P≠ NCl予想が通信計算量理

:」
~妥

開により解決で きるのではないか とい う希望

:~三刊が盛 り上が り,非常に活発に研究 された。 し

_彼 らの結果がでて 30年以 上経過 したが,P十

三―
予想は未解決のままである.
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